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О РАЦИОНАЛЬНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ ФУНКЦИИ |x|α  
ПО РАСШИРЕННОЙ СИСТЕМЕ УЗЛОВ ЧЕБЫШЕВА – МАРКОВА
Аннотация. В работе исследуются приближения функции |x|α, α > 0 интерполяционными рациональными 
функциями Лагранжа на отрезке [–1,1]. В качестве узлов интерполирования выбираются нули четных рациональ-
ных функций Чебышева – Маркова и точка x = 0. Получено интегральное представление остатка интерполирования 
и оценка сверху рассматриваемых равномерных приближений. На их основании подробно изучаются:
а) полиномиальный случай; здесь авторы приходят к известному асимптотическому равенству М. Н. Ганзбурга; 
б) в случае фиксированного числа геометрически различных полюсов получена оценка сверху соответствую-
щих равномерных приближений, улучшающая известный результат К. Н. Лунгу;
в) при приближении общими интерполяционными рациональными функциями Лагранжа найдена оценка рав-
номерных приближений и показано, что на концах отрезка [–1,1] ее можно улучшить.
Полученные результаты могут быть применены в теоретических исследованиях и численных методах. 
Ключевые слова: рациональная дробь Чебышева – Маркова, рациональная интерполяция, функция со степен-
ной особенностью
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RATIONAL INTERPOLATION OF THE FUNCTION |x|α BY AN EXTENDED SYSTEM  
OF CHEBYSHEV – MARKOV NODES
Abstract. In this paper, we study the approximations of a function |x|α, α > 0 by interpolation rational Lagrange func-
tions on a segment [–1,1]. The zeros of the even Chebyshev – Markov rational functions and a point x = 0 are chosen as the 
interpolation nodes. An integral representation of an interpolation remainder and an upper bound for the considered uniform 
approximations are obtained. Based on them, a detailed study is made:
a) the polynomial case. Here, the authors come to the famous asymptotic equality of M. N. Hanzburg;
b) at a fixed number of geometrically different poles, the upper estimate is obtained for the corresponding uniform ap-
proximations, which improves the well-known result of K. N. Lungu;
c) when approximating by general Lagrange rational interpolation functions, the estimate of uniform approximations is 
found and it is shown that at the ends of the segment [–1,1] it can be improved.
The results can be applied in theoretical research and numerical methods.
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Приближение простейших функций, имеющих алгебраические особенности, имеет богатое 
историческое наследие. Первые исследования были посвящены приближению функции |x| на от-
резке [–1,1] алгебраическими полиномами (см., напр., [1–4]). В 1913 г. С. Н. Бернштейн в [5] дока-
зал, что существует число β, β = 0,2801… такое, что 
lim ,n
n
nE
→∞
= β
где En – наилучшее равномерное приближение функции |x| алгебраическими полиномами степе-
ни не выше n на отрезке [–1,1]. Позже в работе [6] он провел глубокий анализ наилучших равно-
мерных полиномиальных приближений функции |x|α, α > 0, на отрезке [–1,1]. Эти исследования 
были продолжены С. М. Никольским [7], Р. А. Райцином [8] и др.
Значительное число работ посвящено различным методам приближений простейших функ-
ций с алгебраической особенностью (см., напр., [9–11]). В этом ряду следует выделить исследо-
вания М. Н. Ганзбурга [12] и М. Реверса [13], посвященные интерполяции функции |x|α, α > 0, 
на отрезке [–1,1] по различным системам узлов Чебышева. Именно это направление привлекло 
внимание авторов настоящей статьи с точки зрения рациональной интерполяции. Как известно, 
для рациональной интерполяции представляют интерес узлы, являющиеся нулями соответству-
ющей рациональной дроби Чебышева – Маркова. 
Наилучшим равномерным рациональным приближениям функции |x|α на отрезке [–1,1] или 
функции xα на отрезке [–1,0] посвящено достаточно много работ (см., напр., [14–18]).
Задачу о приближении непрерывных функций с характерными особенностями рациональ-
ными функциями с фиксированным числом полюсов рассмотрел К. Н. Лунгу [19]. В [20] им бы-
ли рассмотрены такие приближения функции xα, α > 0, на отрезке [1,0]. Позже это направление 
в рациональной аппроксимации получило развитие в [21–22] и др.1
Настоящая работа продолжает вышеназванные исследования. Рассматривается интерполи-
рование функции f(x) = |x|α, α > 0, по расширенной системе узлов Чебышева – Маркова на от-
резке [–1,1]. Получено интегральное представление остатка интерполирования. Исходя из этого 
результата, найдены оценки сверху равномерных приближений рациональными интерполяцион-
ными функциями с такими узлами для различных случаев расположения полюсов аппроксими-
рующей рациональной функции.
Пусть m2n(x) – косинус-дробь Чебышева – Маркова
 2 2( ) cos ( ),n nm x x= µ  (1)
где 
2
2
1
( ) arccos ,
1
n
k
n
kk
x a
x
a x=
+
µ =
+
∑
a1,a2,…,a2n – чисто мнимые числа либо нули, k = 1,…,2n, причем
а) ,   Im 0,   1, ..., ;n k k ka a a k n+ = − ≥ =
 б) 1 2 ... 0,   1,   .2r
a a a r n r
α = = = = = + >  
 (2)
Нетрудно проверить, что m2n(x) является четной рациональной функцией. В этом случае 
функция m2n(x) имеет 2n простых симметричных нулей на интервале (–1,1):
 2 2 1 1 2 11 0 1;n n n nx x x x x x− +− < < < < < < < < < <   (3)
2 1 ,   1, 2, , ;n k kx x k n− + = − = 
2 ( ) (2 1) ,   1, 2, , 2 .2n k
x k k n
    
1 Старовойтов, А. П. Аппроксимация рациональными функциями с заданным числом полюсов / А. П. Старовой-
тов // Белорусский гос. ун-т. – Минск, 1984. – 23 с. – Деп. в Бел. НИИНТИ 1984. – № 689-Бел Д84.
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Для функции f(x) = |x|α, α > 0, построим интерполяционную рациональную функцию 
Лагранжа с узлами в точках x1, x2, …, x2n и в точке x0 = 0:
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Для оценки остатка интерполирования введем следующие величины:
2 2( , ) ( , ),   [ 1,1];n nx a x L x f x
αε = − ∈ −
 
2 2
1 1
( ) max ( , ) .n n
x
a x a
  
  
 
(5)
Те о р е м а  1. Для приближений функции f(x) = |x|α, α > 0, на отрезке [–1,1] интерполяционны-
ми рациональными функциями Лагранжа (4) при условиях (2) справедливы соотношения:
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Причем, если полюсы функции L2n(x,f ) имеют четную кратность, то оценка (7) является 
точной, т. е. имеет место знак равенства.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из соотношения (4) имеем
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Легко видеть, что справедливо тождество 
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Полагаем, что ( ]0,1 .x∈  Умножим обе части тождества (9) на f(x) и из полученного равенства 
вычтем почленно равенство (8). Получим
1 1 1 12
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В плоскости с разрезом по промежутку { : , 0}z z iy y= −∞ < <  определим ветвь аналитиче-
ской функции f(z) = zα так, что f(1) = 1. Тогда нетрудно проверить, что
 
1 1 1 1
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2 2
1 1 ( )( ) ,    ( ) ,
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где контур 
(1) (2) (3)
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{ }(3) : , ,z z iy yδΓ = = −∞ < < −δ
, 0 nxδ < δ <  – достаточно малое положительное число;
и контур 
(4)(3) (1) ,δδ δ δ′Γ = Γ Γ Γ 
(4) : , arg 3 .
2 2
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Заметим, что так как ( ]0,1 ,x∈  α > 0 и 2 (0) 1,nm =  то 
(2) (4)
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Тогда из равенств (11) следует 
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Преобразуем интеграл S1(x). С этой целью сделаем замену z = it и разобьем полученный ин-
теграл на два:
1 1 1 1 1 10
1
2 2 20
1 ( ) 1 ( ) ( )( ) .
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )n n n
x it x it x itS x dt dt dt
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= − = − + π − π − − 
∫ ∫ ∫
Теперь в первом интеграле сделаем замену t = – v:
1 1 1 1
1
2 20 0
1 ( ) ( )( ) .
2 ( ) ( ) ( ) ( )n n
x iv x itS x dv dt
x iv m iv x it m it
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Пользуясь четностью дроби Чебышева – Маркова m2n(x), найдем
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1
20
1 ( ) ( )( ) .
2 ( )n
x iz x iz dzS x
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α− α− α− α−+∞  − − −
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∫  (13)
Аналогичные преобразования проведем с интегралом S2(x) (см. (12)) и получим, что
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2
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На основании полученных равенств (13) и (14) имеем
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После несложных преобразований придем к выражению
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Тогда (см. равенства (10), (15) и (16)) имеем
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Теперь займемся преобразованием интеграла, стоящего в правой части этого равенства: 
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Сделаем замену 
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Образом промежутка (0, +∞) является дуга единичной окружности 
: , 0
2
it t e φ
π Γ = = < φ < 
 
с обходом по часовой стрелке. 
Как известно [23, с. 48], косинус-дробь Чебышева – Маркова m2n(x), заданная на отрезке [–1,1], 
связана с косинус-дробью Бернштейна M2n(y), заданной на  , следующим соотношением:
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1n n
x
m x M
x
 −
=  
+ 
 (20)
где 
 
( )
2
1
2 2 2 2
1
1
( ) ( ) ( ) ,    ( ) ,
2
n
k
n n n n
kk
y z
M y y y y
y z
−
=
−
= χ + χ χ =
−
∏
 
(21)
zk – корни уравнения 
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Следовательно, в нашем случае
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Подставляя соотношения (19) в интеграл (18) и учитывая (20), получим
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Теперь сделаем еще одну замену:
2
2
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1 ,    ,    .
2 1
u i u
t u i u u t dt i du
t u
+ − = + − = + = − 
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Рассматриваемое преобразование является обратным к функции Жуковского. Поэтому дуга 
Γ отображается в отрезок [0,1]. Нетрудно посчитать, что 
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и интеграл Jn(x) имеет вид
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Займемся теперь преобразованием функции ( )22 1 .nM iu u− −  Обращаясь к представле-
нию (21) и учитывая (22), а также симметричный выбор параметров ak, k = 1,2,…,2n, заметим, что 
в выражении для M2n(y) будут присутствовать множители следующего вида:
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Преобразовывая их, придем к выражению
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Сделав замену ( )21 ,y i u i u= + −  получим
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Воспользовавшись этим представлением, найдем
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Подставив данное выражение в (23), будем иметь
11
2 2 2 1
0 2 2
1
( ) 2 .
(1 ) ( ) ( )
(1 )
n
n n
u du
J x
x u u u u
u
α−
α −= − + ψ + ψ
−
∫
Тогда из равенства (17) вытекает
11
2
2 2 2 2 2 1
0 2 2
4 1
( , ) sin ( ) .
2 (1 ) ( ) ( )
(1 )
n n
n n
u du
x a x m x
x u u u u
u
α−
α −
πα
ε = ⋅
π − + ψ + ψ
−
∫
Очевидно, что 
[ ] [ ]
2
2 2 2 1,    1,1 ,    0,1 ,(1 )
x
x u
x u u
≤ ∈ − ∈
− +
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причем при любом [ ]0,1u ∈  максимум этой функции достигается в точке x = 1. Следовательно,
11
2 1
0 2 2
4
( ) sin ,   1.
2 2( ) ( )
(1 )
n
n n
u du
a n
u u
u
α−
α −
πα α
ε ≤ > +
π ψ + ψ
−
∫
Легко видеть, что в этом неравенстве имеет место знак равенства, если предположить, что 
функция ψn(u) неотрицательна на [0,1], т. е. числа β1, β2,…,βn имею четную кратность. Таким об-
разом, теорема 1 доказана.
Рассмотрим некоторые приложения оценки (7).
1. Полиномиальный случай. В этом случае все числа ak = 0, k = 1,2,…,n, и 
1
( ) .
1
n
n
u
u
u
− ψ =  + 
Следовательно, 
11
2 2 , 0
0 2 2
4
(0) sin .
2 1 1
(1 )
1 1
n n n n
u du
u u
u
u u
α−
α −
πα
ε = ε =
π − −   +−    + +   
∫
В интеграле справа сделаем замену :
2
t
u
n
=
( )
12
2 , 0
0 2 2
4 1
sin .
2 (2 ) 1 2 1 21 ( 2 )
1 2 1 2
n
n n n
t dt
n t n t nt n
t n t n
α−
α α −
πα
ε =
π    − −− +   + +   
∫
Так как подынтегральная функция равномерно относительно [ ]0, 2t n∈  сходится при n → ∞ 
к функции 
1
,
t t
t
e e
α−
−+
то нетрудно показать, что по теореме 1 из [24, с. 695]
1
2 , 0
0
4
lim (2 ) sin .
2n t tn
t
n dt
e e
α−+∞
α
−→∞
πα
ε =
π +
∫
Этот результат получен в работе [12].
2. Случай заданного числа полюсов. Обозначим через A2n множество точек 
2
1 2 2( , , , ) ,
n
na a a R∈  
удовлетворяющих условиям (2).
Пусть n > r, 1,
2
r
    
 n1 = n – r и q – произвольное целое число, 0 ≤ q ≤ n1; A2n,2q есть множе-
ство точек 1 2 2 2( , , , )n na a a a A= ∈  и таких, что среди этих чисел a1,a2,…,an имеется не больше q 
различных отличных от нуля и кратность каждой точки не больше 1 .
1
n
q
 
 + 
 Полагаем
2 2inf ( ),
n
n n
a A
a
∈
ε = ε
 2 , 2
2 , 2 2inf ( ).
n q
n q n
a A
a
∈
ε = ε
 (24)
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Те о р е м а  2. При любых целых n и q, 0 ≤ q < n, n > r, справедливо неравенство
 
2
2
2 , 2
1
1
( ) sin inf 1 ,
2 1
qn
tn q t
q tС e n q
 
 
                   
(25)
и где C(α) – некоторая положительная постоянная, зависящая только от α(1).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 
1
1,    .1
n
m n n r
q
 
= = − + 
Определим числа βk следующим образом:
2 ,    (0,1),    0, 1, , .kk k qβ = ξ ξ∈ = 
Рассмотрим следующий интеграл из оценки (7):
 
11
2
0 2 2
( )
.
1 ( )
(1 )
n
n
n
uu
I du
u
u
α−
α
ψ
=
+ ψ
−
∫
 
(26)
Легко показать, что в условиях теоремы 2 будем иметь
1
1
00
.
mq
k
n
kk
u
I u du
u
α−
=
− β
≤
+ β
∏∫
Далее, разобьем этот интеграл на два:
 
1
1 1 (1) (2)
0 00
: .
q
q
m mq q
k k
n n n
k kk k
u u
I u du u du I I
u u
β
α− α−
= =β
− β − β
≤ + = +
+ β + β
∏ ∏∫ ∫
 
(27)
Оценим каждый из этих интегралов: 
(1) 1
0
q m
q
n
q
u
I u du
u
β
α−  β −≤  β + 
∫ .
В интеграле справа сделаем замену :
2
qu t
m
β
=
2
(1) 1
0
1 2
.
2 1 2
mm
q
n
t m
I t dt
m t m
α
α−β  − ≤    +   
∫
Нетрудно проверить, что 
( ]21 ,    0, 1 .
1
uu e u
u
−− ≤ ∈
+
Следовательно, 
 
(1) ( ) ,
2
q
nI
m
αβ < Γ α  
   
(28)
где Γ(α) – эйлеров интеграл второго рода.
(1) Здесь и далее через С(α), С1(α), С2(α),... будем обозначать положительные постоянные, зави-
сящие только от параметра α, α > 0.
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Теперь перейдем к оценке интеграла (2) :nI
 
(2)
, 1 0
1
max .
q
mq
k
n
u kk
u
I
u∈ β  = 
− β
< ⋅
α + β
∏  (29)
Предположим, что 
( ( )2 2 1, ,   1 ,   1 .i iu i q q− ∈ ξ ξ ≤ ≤ ≥
Будем иметь
2 2 2 1 2 2 1 2 21
2 1
2 2 2 1 2 2 1 1
0 0 0 0
1 1
exp 2 exp 2 .
1 1
k i i k k qq q q qi
k k
k i i k k
kk k k i k k
u
u
− + +−
+
− + −
= = = = =
  − β ξ − ξ ξ − ξ − ξ − ξ
≤ ⋅ ≤ ≤ − ξ = −    + β ξ + ξ ξ + ξ + ξ ξ −   
∏ ∏ ∏ ∏ ∑
 
(30)
Эта же оценка справедлива и для 
( )2 1 2, ,   0 1.i iu i q+∈ ξ ξ ≤ ≤ −
Таким образом, из (28) и (30) на основании (27) получим, что 
( )
2 2 2
1
1 1
exp 2 .
2 1
q q
n m
I
α +
−
   ξ − ξ
< Γ α + −      α ξ −   
Будем полагать, что 2 2 12 .q    Тогда из последнего неравенства имеем, что
2
1
1
( 1) 1
( ) exp .
2( 1)( 1)
q
n
q m
I
n q
α
−
   + ξ
< Γ α + −     α + ξ −  
Обозначаем 
1 1( 1)( 1) ,    1 .
1
t
q t
q
− −+ ξ − = ξ = +
+
Следовательно,
2
1
1
1 1
( ) 1 exp .
1 2
q
n
q t n
I
n q t
α−  +   ≤ Γ α + + −   + α    
Осталось заметить, что n1 = n – r, и перейти к оценке (7) с учетом (24):
 
2
2 , 2
1
( ) sin exp 1 .
2 2 1
q
n q
n q t
C
t n q
− αα  πα +    ε ≤ α ⋅ − + +      +        
(31)
Поскольку ( )0,1ξ∈  и 2 2 12 ,q+ −ξ ≤  то легко видеть, что t может быть произвольным из проме-
жутка (1, +∞). Следовательно, можем перейти к точной нижней грани в (31), т. е.
2
2 , 2
1
( ) sin inf exp 1 .
2 2 1
q
n q
i t
n q t
C
t n q
− αα
< <+∞
  πα +    ε ≤ α ⋅ − + +      +      
Теорема 2 доказана.
Фиксируем теперь целое число q, q ≥ 0, и положим в (31) 
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0,   ,2(2 1) ln
n
t n n
q n
= >
+ α
где n0 – некоторое натуральное число, зависящее от q и α. Тогда получим
 
   
2
2 , 2 2 1
ln
, sin ,    1,
2
q
n q q
n
C q n
n

 
   
 
(32)
где C(α, q) – некоторая положительная постоянная, зависящая только от q и α.
С л е д с т в и е. Если q – фиксированное неотрицательное целое число, то справедлива оценка (32).
З а м е ч а н и е  1. Полученная оценка (32) несколько точнее, чем соответствующая оценка 
в [20, см. следствие 1].
3. Общий рациональный случай. Те о р е м а  3. Для приближений функции |x|α, α > 0, ин-
терполяционными рациональными функциями (4) справедливо неравенство
 
2 1( ) sin ,    1.2
n
n C ne n
−π απαε ≤ α ≥
 
(33)
Причем для приближений на концах отрезка [–1,1] при некоторых ak, k = 1,2,…,2n, имеет место 
следующая оценка:
 
2
2 2( 1, ) ( ) sin ,    .2
n
n a C ne n r
−π απαε ± ≤ α ⋅ ≥
 
(34)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Обратимся к оценке (7). Очевидно, что
 
11
2
0 2 2
4
( ) sin ( ) .
2
(1 )
n n
u
a u du
u
α−
α
πα
ε < ψ
π
−
∫
 
(35)
Рассмотрим интеграл справа: 
11
0 2 2
( ) .
(1 )
n n
u
J u du
u
α−
α= ψ
−
∫
Проведем следующие несложные преобразования. Замечая, что n > r (см. (2)), полагаем n = r + n1, 
n1 ≥ 1. Тогда
111 1 1
1 10 02 2
1
.
1
(1 )
r n n
k r k
n
k r kk r k
u u u u
J du u du
u u u
u
α−
+α−
α
+= + =
− − β − β = < + + β + β 
−
∏ ∏∫ ∫
Теперь поставим задачу об оценке точной нижней грани рассматриваемого интеграла по 
1 2, ,..., .r r n+ +β β β  Воспользуемся одним результатом работы [25] (см. также [17]) о том, что для 
любых γ > 0 и n N∈  существуют числа βk, 1, 2,...,k r r r n= + + + , такие, что
 
1
( ) ,    0,1 ,
n
r k n
r kk
u
u C e u
u
  

   
где C(γ) – некоторая положительная постоянная, зависящая от γ. Тогда будем иметь
1
1 1 1
1 1 11 11 1
1
1 1 10 0
1 1
exp .
n
r kn n n
n
r kk
u
J u u du C n u du
u n n
− + α− − +
+
+=
    − β  ≤ ≤ α − −π α − ⋅    + β     
∏∫ ∫
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Заметим, из [25] следует, что постоянная 
1
1
C
n
 
α − 
 
 непрерывно зависит от параметра 
1
1
n
α −  и, следовательно,
3
1
1
( ).C C
n
 
α − ≤ α 
 
Далее,
1
1 1 1 1 2
1 1 1
1 1
,    .
n
n n n n
n n n
α − α − = < >
α αα + α −
В итоге будем иметь, что
1
4 1 5( ) ( ) .
n n
nJ C n e C ne
−π α −π α≤ α ≤ α
Подставляя эту оценку в (35), получим
 1 22 2 1, ,...,inf ( ) ( ) ,    .sin 2n
n
n n
a a a
a C ne n r      
Неравенство (33) доказано. 
Для доказательства оценки (34) воспользуемся равенством (6). Очевидно,
 
11
2 2 2 2
0
4 ( )
( 1, ) sin .
2 (1 ) 1 ( )
n
n
n
u u
a du
u u
α−
α
πα ψ
ε ± = ⋅
π − + ψ
∫
 
(36)
Далее, рассмотрим интеграл
11
2 2 2
0
( )
.
(1 ) 1 ( )
n
n
n
u u
I du
u u
α−
α
ψ
=
− + ψ
∫
Представим его в виде
 
(1) (2) ,n n nI I I= −  (37)
где
11
(1)
2 2
0
( ) ,
(1 )
n n
u
I u du
u
α−
α= ψ−
∫
1 31
(2)
2 2 2
0
( )
.
(1 ) 1 ( )
n
n
n
u u
I du
u u
α−
α
ψ
=
− + ψ
∫
Займемся первым интегралом (1).nI  Его можно представить в виде 
 
11(1) 1
10
( ) ,
n
r k
n
r kk
u
I u u du
u
+α−
+=
− β
= φ
+ β
∏∫
 
(38)
где 
12 2
1 1
( ) ,    1,    ,    .
1 2(1 )
r
u
u r n n r n r
uu α
− α   φ = = + = + >   +−    
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Введем новые обозначения: 
1
1 1
( ).
n n
r k k
n
r k kk k r
u u
u
u u
+
+= = +
− β − β
= = ψ
+ β + β
∏ ∏
Для оценки интеграла (1)nI  введем функцию 
( )
1
1 2
1 2
0
, , , ( ) ( ) .r r n nt t t dt
α−
+ +Φ β β β = φ ψ∫
Нетрудно показать, что функция ( )1 2, , ,r r n+ +Φ β β β  достигает наименьшего значения в не-
которой точке ( )1 2, , , (0,1) ,n rr r n∗ ∗ ∗ −+ +β β β ∈  причем числа 1 2, , ,r r n∗ ∗ ∗+ +β β β  попарно различны. 
Запишем необходимое условие экстремума. Прежде всего, найдем частные производные:
1
1
2
10
22 ( ) ( )
( )
n
k
n
m kk r m
k m
t t
t t t dt
t t
α−
= +
≠
∂Φ − β −
= φ ⋅ ψ =
∂β + β + β
∏∫
1 1
2 2
0 0
2 1 1 1
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ,    1, 2,..., .
( )( )n nm m m m m
dt
t t t t t t dt m r r n
t t t t
α α  −= φ ψ = φ ψ − = + + + β − β β + β − β 
∫ ∫
Следовательно,
 
1 1
*2 * 2
0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ,n n
m m
dt dt
t t t t t t
t t
α α
∗ ∗φ ψ = φ ψ+ β − β
∫ ∫
 
(39)
*
1
( ) ,    1, 2,..., .
n
k
n
k r k
t
t m r r n
t
∗
∗
= +
− β
ψ = = + +
+ β
∏
Далее, легко видеть, что имеют место представления
 
*
1
( ) (0)
;
n
n n m
m r m
t A
t t
∗ ∗
= +
ψ − ψ
=
+ β
∑
 
(40)
( ) 1*
1
( ) (0)
;   ( ) ( ) ;
n
n n m
n n
m r m
t A
t t
t t
∗ ∗ −∗ ∗
= +
ψ − − ψ
= ψ − = ψ
− − + β
∑
 
*
1
1 (0) ( )
,
( )
n
n n m
m rn m
t A
t t t
∗ ∗
∗
= +
− ψ ψ
=
ψ − β
∑
 
(41)
где 1 2, ,...,r r nA A A+ +  – некоторые числа.
На основании равенств (39)–(41) заключаем, что
1 1
*2 *2
0 0
( ) (0) 1 (0) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) .
( )
n n n n
n n
n
t t
t t t dt t t t dt
t t t
∗ ∗ ∗ ∗
α α
∗
ψ − ψ − ψ ψ
φ ⋅ ψ = φ ⋅ ψ
ψ
∫ ∫
Отсюда найдем, что 
 
1 1
1 * 1 *3
0 0
( ) ( ) ( ) ( ) .n nt t t dt t t t dt
α− α−φ ψ = φ ψ∫ ∫
 
(42)
Оценим интеграл справа в (42)
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1
1 *3
0
( ) ( ) .n nJ t t t dt
α−= φ ψ∫
Нетрудно видеть, что 
 
1
1 *2
0
( ) ( ) .n nJ t t t dt
α−≤ φ ψ∫
 
(43)
Опираясь на работу [25] и действуя по той же схеме, что и при доказательстве неравен-
ства (33), можно показать, что существуют числа 1 2, ,...,r r n+ +β β β  такие, что при n > r
 
21
1 2
6
10
( ) ( ) .
n
k n
kk r
t
t t dt C ne
t
α− −π α
= +
 − β
φ ≤ α + β 
∏∫
 
(44)
Тогда, учитывая, что правая часть в неравенстве (43) является наименьшим значением функции 
1 2( , , , ),r r n+ +Φ β β β  для нее тем более справедлива оценка (44), т. е. 
 
2
6( ) ,    .
n
nJ C ne n r
−π α≤ α >  (45)
Из равенства (42) и выражения для интеграла (1)nI  (см. (37), (38)) следует, что в случае, когда 
* ,k kβ = β  1, 2,..., ,k r r n= + +
 
(1) 2
6( ) ,    .
n
n nI J C ne n r
−π α= ≤ α >
 
(46)
Естественно, что теперь интеграл (2)nI  (см. (37)) будет иметь вид
1 *31
(2)
2 2 *2
0
( )
.
(1 ) 1 ( )
n
n
n
u u
I du
u u
α−
α
ψ
=
− + ψ
∫
После несложных выкладок придем к тому, что и для этого интеграла также справедлива оцен-
ка (46), т. е.
(2) 2
6( ) ,    .
n
nI C ne n r
−π α≤ α >
В результате из равенства (37) следует, что при * ,    1, 2,..., ,k k k r r nβ = β = + +
2
62 ( ) ,    .
n
nI C ne n r
−π α≤ α >
Таким образом, неравенство (34), а с ним и теорема 3, доказаны.
З а м е ч а н и е  2. Выскажем предположение, что, скорее всего, оценка (34) имеет место на 
всем отрезке [–1,1].
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